Kapitel 4

Theorie linearer partieller
Differentialgleichungen

Wir werden hier lineare partielle Differentialgleichungen aus funktionalanalytischer Sicht
betrachten, d.h. als Operatorgleichungen

Au=1>

wobel

A: X =Y

ein Differentialoperator ist, der die Differentialgleichung modelliert und X,Y geeignete
Funktionenrdume. Der Vorteil dieses Zugangs ist die elegante Anwendbarkeit verschiede-
ner Mittel der Funktionalanalysis zum Existenz- Eindeutigkeits- und Stabilitéitsnachweis.
Wesentliche Voraussetzung dafiir ist die richtige Wahl des abstrakten Operators A und
der Funktionenriume X, Y. Hier spielen der Begriff der schwachen Ableitung und Sobole-
vraume eine wichtige Rolle.
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4.1 Sobolevraume

4.1.1 Holderraume

Zunéchst betrachten wir Funktionenrdume ”klassisch” differenzierbarer Funktionen und
Holderraume.

Definition 9. Sei U C IR™ offen, k € INy und vy € (0, 1], u: U — IR eine Funktion auf U.
e u Lipschitz-stetig: ACVr,y e U : |u(x) —u(y)| < Cle —y|

o v Holder-stetig mit Exponent v: 3C Va,y € U :  |u(x) —u(y)| < Clr —y|?

e (-Norm: ||U||C(ﬁ) = SUP;cv [u()]
e (C*-Norm: ull or@y = > I1D%ull o)
|| <k
i} , _ u(z) — u(y)|
e Holder-Halbnorm: |U‘CO,7(U) = 5;}% W
P T7FY
e Holderraum: Ck”y(U) ={u:U—1R| ”UHCM(U) < oo}
mit HUHCM(U) = Hu”ck(ﬁ) + Z ‘Da“‘coﬁ(ﬁ)

o=k

Holderrdaume C*7(TU) sind also Raume von k mal stetig differenzierbaren Funktionen, deren
k-te Ableitungen Holder-stetig mit Exponent ~y sind. Holderrdume sind Banachridume, d.h.
vollstiandig in dem Sinn, dass jede Cauchyfolge (beziiglich der Holdernorm | - | Ckw(U)) einen

Grenzwert in C%7(U) besitzt.

4.1.2 Definition der Sobolevraume
Schwache Ableitungen

Zunéchst motivieren wir den Begriff der schwachen Ableitung. Bezeichne dazu

CX(U) ={¢p € C*(U) | supp¢p kompakt C U}

den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf U mit kompaktem Trager
suppg = {z € U | ¢(x) # 0}. Wir werden im folgenden solche Funktionen ¢ oft als
sogenannte ” Testfunktionen” verwenden (vgl. Theorie der Distributionen).

Nun gilt fiir jede Funktion v € C'(U) und beliebiges i € {1,...,m} mit partieller
Integration

/Uuéf):cida?:—/ux,;gﬁd:z: Vo € C2(U) ;

die Randintegrale verschwinden hier, weil ¢ kompakten Trédger in U hat und damit in einer
Umgebung des Randes gleich Null ist. Allgemeiner gilt fiir u € C*(U) und einen beliebigen
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Multiindex o = (v, ..., o) der Ordnung |a| = oy + ... + @, = k, dass
/Uu D% d = (-1)&/0% ¢ dr Yo e Cx(U) . (4.1)

Man beachte, dass die linke Seite in (4.1) auch dann wohldefiniert ist, wenn u nicht aus
Ck(U) sondern nur integrierbar ist; D% auf der rechten Seite existiert dann aber offenbar
nicht mehr im klassischen Sinn — wohl aber kann eine integrierbare Funktion v existieren,
sodass (4.1) mit D%u ersetzt durch v gilt; der Grad der Glattheit von u ist dann ”zwischen
integrierbar und C*”.

Wir definieren nun die schwache a-te partielle Ableitung von u als eben eine solche
Funktion v:

Definition 10. (Schwache Ableitung) Sei u : U — IR integrierbar, & € INf® ein Multiin-
dex, und es existiere ein v : U — IR integrierbar so dass

/ u D4 dx = (—1)a/v ¢ dr Vo€ CX(U). (4.2)
U
Dann bezeichen wir v als die schwache a-te partielle Ableitung von u

D =w

Wir verwenden hier die gleiche Notation D® fiir schwache und starke Ableitungen, was
aber nicht zu Missverstandnissen fithren sollte, da aus dem Zusammenhang immer klar
sein sollte, welche von beiden gerade gemeint ist.

Die schwache Ableitung ist tatsichlich wohldefiniert:

Lemma 4. (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung)
Die schwache a-te partielle Ableitung von u ist, sofern sie existiert, eindeutig bestimmt auf
U bis auf eine Menge vom Maf$ Null.

Beweis. Angenommen, es gébe zwei Funktionen v, ¥ fiir die (4.2) gilt, dann folgt fiir deren
Differenz

/(U_a)¢ dr =0 Yo eC®(U),

U

woraus, weil der Raum der Testfunktionen dicht in L2(U) liegt,
v—0 =0 fi. (fast iiberall) in U

folgt.
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Sobolevriume

Mit diesem schwachen Ableitungsbegriff und mithilfe von LP-R&umen kénnen wir nun
geeignete Funktionenrdume definieren:

Definition 11. Sei 1 < p < o0, k € INy. Der Sobolevraum
WP (U)

ist der Raum jener integrierbaren Funktionen u : U — R, sodass fiir alle Multiindizes «
mit |a| < k, die Ableitung D® im schwachen Sinne existiert und in LP(U) liegt. Dabei
werden Funktionen, die f.i. gleich sind miteinander identifiziert.

Eine Norm auf W"?(U) ist definiert durch

1/p
(Z /U|D°‘u]”dx) 1<p<oo .
ull @y = || <k | | , ueWRP(U) .
sup |D%u p =00
laj<k U

Fiir eine Folge (u,)nenw € WHP(U) schreiben wir

w, "= u in WEP(U)

loc

genau dann wenn fiir alle offenen V C V C U
u, "= in WEP(V)
(Fiir jede offene Teilmenge V von U ist klarererweise u € W*P(V), wenn u € W*P(U).)
Mit
W)
bezeichnet man den Abschluss von C>°(U) in W*P(U).

Bei iiber dem ganzen m-dimensionalen Raum definierten Sobolevréumen, also wenn u =
R™, gilt
Wy (R™) = WH(IR™)

Wie wir spiter sehen werden, ist Wy *(U) jener Teilraum von W*P(U), der die Funk-
tionen mit verschwindenden Randwerten und verschwindenden Ableitungswerten bis zur
Ordnung k£ — 1 am Rand enthélt.

Im Fall p = 2 besitzt W*?(U) ein inneres Produkt

(U, V)wroqy = Y, | D% D% dx

la|<k "V

und wird oft als

H*(U) := W"(U)
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bezeichnet, ebenso schreibt man oft
HE(U) = Wy(U) .

Dass || - |[wr.r@) tatsdchlich eine Norm ist, sieht man, mithilfe der Normeigenschaften
der I? Raume, folgendermaflen: Definitheit

ul| wrewy =0 <= u=0
und Homogenitét
IMullwen@y = M ullwes@y VA€ R, ue WH(U)

sind unmittelbar klar; um die Dreiecksungleichung zu zeigen verwenden wir die Dreiecks-
ungleichung in L? (Minkowskiungleichung) und jene in ? und erhalten fiir u,v € W*2(U):

1/p
|u+vllwrowy = (Z ||DQU+DQU”Z(U))
|| <k Y
p
« « p
< | X (Il oy + 1Dl o)
|| <k
1/p 1/p
< (Z ||Dau||1£p(U)> + (Z ”DQUHZD(U)>
|| <k |l <k

Dariiberhinaus gelten folgende relativ elementare Eigenschaften fiir schwache Ableitun-
gen von W*P(U) -Funktionen:

Lemma 5. Seien u € WFP(U), |a| < k, 1 € C®(U). Dann gilt:

(i) Du € Wk=lelp(1))
und fir alle 5 € INg* mit |a+ 3| < k gilt:
DP(D"u) = D*Py = D*(D"u).

(ii) Yu € WEP(U) und

D*(Yu) =Y (O‘) DPp D> Py (4.3)
<o \P
(o) al _ ai!lam!
wobei (ﬁ) = Ba=B) = BBl (@m )"

(Fiir (ii) geniigt eigentlich schon ¢ € C*(U) und sogar noch etwas weniger; man beachte
aber, dass im allgemeinen das Produkt von zwei W*P(U)-Funktionen nicht in W*P(U) ist
— zur Information fiir Interessierte: Unter der Bedingung kp > m lésst sich jedoch eben
mithilfe dieser Leibnitzformel und Einbettungssitzen (s.u.) zeigen dass u,v € W*P(U) =
uv € WHP(U), oder in anderen Worten, dass W*?(U) mit der Multiplikation von Funktio-
nen eine Banachalgebra ist.)
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Beweis. Um (i) zu zeigen, fixieren wir ein beliebiges ¢ € C'2° und stellen aufgrund der
Tatsache dass auch D’¢ € C>° und der Definition der schwachen Ableitung (was wir hier
machen, ist nicht partielle Integration im klassischen Sinn!) fest, dass

Jy D°uDP¢ dx = (=1)ll [, u D*DP¢ dx
——

—Da+B84

_ (_1)\a|(_1)\0‘+5| Jy D" Pu ¢ dx

:(_1)B

Die Leibnitzformel (ii) ldsst sich mit Induktion zeigen: Als Induktionsanfang betrachten
wir den Fall |a] = 1. Hier gilt fiir beliebiges ¢ € C°(U) wegen D*(¢¢) = ¢ D + D¢

/ buD% dx — / (uD*(8) — up D) dar = — / (WD + uD)¢ dx
U U U

wobel wir in der letzten Gleichheit die Definition der schwachen Ableitung D%*u und
die Tatsache, dass ¢ € C®(U), eingesetzt haben. Wegen Lemma 4 folgt daraus, dass
D (¢Yu) = YD + uD*Y) sein muss. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass fiir
alle |a| < k und alle Funktionen ¢ € C'° (4.3) gilt und fixieren o € IN[* mit |o| = k + 1.
Dann gibt es ein § € INJ" mit |3 = k und ein v € INj' mit |y| = 1, sodass o = § + v und
damit fiir alle ¢ € C°(U)

Ju buD*¢ d

Jy vuD?(D79) dz = f; D ($u) D76 da

(=D fy (S0 (5) D70 DP~ou) D¢ dar

(=D 32, <ﬂ< )DW(DJZZJDﬁ u) ¢ dx

= (=)l Soes (2) (D0 DP- <fu+DwDﬁ+W “u) ¢ du
(=1 Jy Soa (2) (DWD*"7u) 6 dir

wobei wir in der zweiten und vierten Zeile die Induktionsvoraussetzung (einmal fiir D?

und einmal fiir D7), in der ersten und dritten Zeile die Definition der schwachen Ableitung
und in der fiinften Zeile die Identitét

Y] n B _ B+ _ (@
o—7 o o o
fiir die Binomialkoeffizienten verwendet haben.

O

Ein wichtiger Punkt ist, dass die W*?(U)-Réume ebenso wie die Holderrdume vollstindig
sind:

Lemma 6. Fiir jedes k € R, 1 < p < oo ist W*P(U) ein Banachraum.
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Beweis. Angenommen, (u,),en ist Cauchyfolge in W*P(U); dann ist aufgrund der Defi-
nition der W*?(U)-Norm fiir alle |a| < k die Funktionenfolge (D%u,,),en Cauchyfolge in
LP(U) und besitzt daher wegen der Vollstandigkeit von LP(U) einen Grenzwert in LP(U),
den wir mit u, € LP(U) bezeichnen. Insbesondere gilt

u, "= w,.0) =t win LP(U) .

.....

Wir zeigen nun, dass
we WHP(U), und  Du=wu, V]a| <k
Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir alle ¢ € C°

/ uD%p dx = lim / U, D¢ da = lim (1) / D%, ¢ dx = (—1)"1‘/ U ¢ dx .
JU n—oo Ju n—oo U U
Da damit also fiir alle || < k

D%u,, "= D% in LP(U) ,

gilt also
u, "% uin WRP(U) .

Approximation durch glatte Funktionen

In den Beweisen von tieferliegenden FEigenschaften von Sobolevrédume ist es eine typische
Vorgangsweise, sich zunéchst auf (beliebig oft) klassisch differenzierbare Funktionen zu
beschrianken, um die fiir diese giiltigen Rechenregeln verwenden zu kénnen, und dann mit
einem Dichtheitsargument die so erzielten Aussagen fiir den gesamten Sobolevraum zu fol-
gern. Dazu ist es vorweg notwendig nachzuweisen, dass glatte Funktionen tatséchlich dicht
in W*P(U) liegen, d.h., dass W¥?(U)-Funktionen gut durch glatte Funktionen approxi-
mierbar sind.
Seien dazu k € INp, 1 < p < oo fixiert und bezeichne fiir ein (kleines) € > 0

Uc:={x €U | dist(z,0U) > e} CR™
die offene Teilmenge von U, deren Elemente Abstand grofier als e vom Rand haben,

n(z) =€ ™(x/e), xe€R™

([ Coml-tlg) frle <1
n(e) = { 0 o sonst

und C einer Normierungskonstanten so dass [pm 1(§) d€ = 1, eine sogenannte Glattungs-
funktion,
u® :=n xu in U,

die Faltung von u mit dieser Glattungsfunktion, also u(z) = [ n.(x — y)u(y) dy.
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Satz 14. (Lokale Approzimation durch glatte Funktionen)
Seiuw € WEP(U). Dann gilt einerseits

u € C®(U) Ye>0 (4.4)

und andererseits

u€ — u in WiP(U) fiir e — 0 . (4.5)

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der Definition von u® und der Tatsache, dass
n € C(R™).
Wir zeigen nun, dass fiir alle |a| < k, e >0

D%uf = n. x D% in U . (4.6)

(Man beachte, dass hier wegen (4.4) D* auf der linken Seite eine klassische Ableitung ist,
wihrend D%u die schwache Ableitung der W*?(Q)-Funktion u bezeichnet.) Fiir alle z € U,
gilt
Du(x) = D* [yne(z —y)uly) dy = Ju(D*ne)(z — y)uly) dy

= (=" [p(D*n(z =) (y)uly) dy

= (== fy (e —y)Duly) dy = (ne + Du)(x)
wobel wir am Anfang der letzten Zeile die Definition der schwachen Ableitung und die
Tatsache verwendet haben, dass die Funktion y +— 7n.(z — y) in C*(U) liegt.

Als néchstes weisen wir nach, dass fiir alle v € LP(U) die geglédtteten Funktionen
ve = *v fiir e — 01in L} (U) gegen v konvergieren. Nach dem Lebesgueschen Differen-
tiationssatz gilt fiir fast alle Punkte € U, dass das Mittel iiber Kugeln mit Mittelpunkt
x mit Radius gegen Null gegen den Funktionswert in z konvergiert:

1
meas™(B(z,r))

€

/ lo(y) — v(z)| dy — 0 fiirr —0.
B(z,r)

Damit folgt fiir jeden solchen Punkt x wegen supp(n.) C B(0,¢) und der Normierung von
n

[V (@) —v(@)] = | o nel@ = y)(0(y) — v()) dy
< M e I o) — v(a)| dy — 0
<Ce~1

fiir e — 0; also konvergiert v¢ gegen v fast tiberall in U und damit auch in LP(U).
Die Aussage (4.5) folgt nun aus der Definition der W*?(U)-Norm, jener der WP (U)-
Konvergenz und (4.6).

o
Weiterfithrend stellen wir (ohne Beweis) fest, dass W*?(U) Funktionen auch global im
WHkP(U)-Sinn durch C*°(U)-Funktionen beliebig genau approximiert werden kénnen, und,

unter entspechenden Glattheitsvoraussetzungen an den Rand, sogar durch Funktionen, die
unendlich glatt auf U einschliefilich dem Rand sind:
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Satz 15. Sei U beschrinkt und u € W*P(U). Dann ezistiert eine Funktionenfolge (u,)nen
mit

(Un)new € C=(U) und u, "= u in WEP(U) .
Wenn zusitzlich OU € C', dann existiert eine Funktionenfolge (up)nen mit

(tn)nenw € C(T) und uy, "= u in WHP(U) .

Aufgrund der in diesem Satz getroffene Voraussetzung, dass U beschrankt ist, gelten die
Aussagen zuniichst nicht fiir W*?(IR™); man beachte aber, dass, wie wir bereits oben
angemerkt haben, W*?(IR™) identisch ist mit WgP(IR™), in welchem aber schon aufgrund
seiner Definition die C2°(IR™)-Funktionen dicht liegen.

Sobolevraume iiber IR™ und die Fouriertransformation

Wir zeigen nun eine interessante alternative Charakterisierung von Sobolevrdumen iiber
die Fouriertransformation. Dazu beschrdnken wir uns zunéchst auf den Fall p = 2, da wir
hier den Satz von Plancherel zur Verfiigung haben:

Satz 16. Eine Funktion v € L*(R™) ist genau dann in H*(R™), wenn die Funktion
y — (1+ |y|)*%a(y) in L*(R™) ist. Es gibt Konstanten c,C > 0 sodass

cllull frm) < /}Rm(l +yP) a))® dy < Cllullfrgny Yu € HSR™)  (4.7)

Der Ausdruck in der Mitte von (4.7) definiert also eine zu || - || grgrm) dquivalente Norm;
man kénnte also, alternativ zu oben, H¥(IR™) als den Raum jener L?(IR™)-Funktionen
definieren, fiir die dieser Ausdruck endlich ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass auch (vgl. Satz 9) fiir die schwache Ableitung D* einer
Funktion v € L*(IR™), sofern sie existiert, gilt

Deu(y) = (iy)*0(y) ye€R" (4.8)
fiir alle Multiindizes a so dass D € L*(IR"): Fiir jedes ¢ € C>°(IR

")
S (D6) (@) ul(z) dv = fgm D*G(y)ily) dy = fgom (iy)*(y)ily) dy
= (=D fygm FH((0)0) (2)¢() dar

woraus aufgrund der Definition der schwachen Ableitung (4.8) folgt.

Wir nehmen nun an, dass u € H*(U) und zeigen dass dann y — (1 + |y|*)*/24(y) in
L*(IR™) ist und fiir eine Konstante C' > 0 die rechte Ungleichung in (4.7) gilt. Wegen (4.8)
und dem Satz von Plancherel ist fiir alle || < k die Funktion y — (iy)*a(y) in L*(IR™);
wéhlt man speziell @ = ke;, j = 1,...,m, so erhdlt man

gilt mit Satz 9

k/2a

k ~
= Jwn (LS 02) lay)[? dy
< C (L4 X7y laly)? dy

C Jyr ([0(y)? + Sy [ DFru(y)?) dy < Clull e

S (L [y P)*[a(y)]? dy
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Ist umgekehrt y — (1 + |y|?)*/24(y) in L*(IR™), dann gilt fiir beliebiges |a| < k

1Dl agmry = 1Dl ey = [ iy
=TI Jy; 25 <[y]2lel

)P dy < [ @+ i) dy

o

Auch fiir allgemeine W*?(IR™) Réume iiber IR™ mit 1 < p < oo gilt eine #hnliche
Aussage, namlich: Eine Funktion u € LP(IR™) ist genau dann in W*P(IR™), wenn die
invers Fouriertransformierte der Funktion y ~— (1 + |y|?)*?a(y) in LP(IR™) ist. Es gibt
Konstanten ¢, C' > 0 sodass

cllullwrrmny < IF7 (4] P20 | oy < Cllullwrnmeny  Yu € WEP(R™)

Fortsetzung von U auf IR™

Man kann nun auch alternativ Sobolevraume W#?(U) iiber die Fouriertransformation und
Einschrankung von R™ auf U definieren. Damit diese Definition (insbesondere fiir So-
bolevraume mit nichtganzzahligen Indizes — siehe unten) jedoch &dquivalent zu der hier
verwendeten ist, ist es wesentlich, sicherzustellen, dass W1?(U)-Funktionen zu W?(IR™)-
Funktionen fortgesetzt werden kénnen (einfach auflerhalb von U durch Null fortzusetzen
konnte schiefgehen, da dadurch Unglattheit iiber den Rand von U hinweg entstehen kann!)

Um die Existenz eines stetigen Fortsetzungsoperators zu zeigen, braucht man meist
irgend eine Art von Glattheitsvoraussetzung an den Rand von U, wie zum Beispiel in
folgender Aussage:

Satz 17. Sei 1 < p < oo, U beschrinkt und OU € C* und V eine beliebige offene Ober-
menge von U, in der der Abschluss von U enthalten ist, U C U C V. Dann existiert ein
beschrdnkter linearer Operator

E: WY (U) — WY (R™)
sodass fir alle w € WHP(U)

Eu=wu fi. inU
supp(E) SV
HE“HWLP(IR””’) < CHU||W1»P(U)

mit einer Konstanten C, die nur von p, U und V', nicht aber von u abhdngt.

Wir setzen (um die im folgenden Definitionen, insbesondere von Sobolevraumen mit nicht-
ganzzahligen Indizes, einfach zu halten und trotzdem konsistent mit den in der Literatur
verwendeten Begriffen zu bleiben) von nun an voraus, dass ein solcher Fortsetzungsoperator
I existiert.
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Sobolevraume mit nicht-ganzzahlingen Indizes: die Sobolev-Slobodeckij Riume

Wir kénnen nun W#P-Riume auch fiir s € R" \ IN einfiihren:

Definition 12. Sei fir U C R™, s € R, mit k := [s] € N, 0 := s — [s] € [0,1), also
s=k+o,
W) = {u € W) | fulweso) < o0}

mit der Halbnorm

[ulwerwy : (Z // ‘Da ‘m—&-ap( ol dx dy>1/p :

|a|=F

Eine Norm auf W*?(U) wird durch

/p
lallwesw) = (lullfyeaq, + lulwesw))
definiert und
We(U)
ist der Abschluss von C°(U) in W#2(U).

Die so definierten Funktionenrdume sind wieder Banachrdume und im Fall p = 2 Hilber-
traume, die wir dann mit

HYU) == W(U), Hy(U) := W5*(U)

bezeichnen. Sie lassen sich auch alternativ iiber Interpolation zwischen den Riumen W*»(U)
und Wk+LP(U) definieren. Fiir Sobolevriume iiber ganz IR™ mit 1 < p < oo gilt dhnlich
zum ganzzahligen Fall die Beziehung

c|lull ws-er@my < || F ((1+y 2)*/24 )||Lp(]Rm < Olullworeammy  Yu € WHP(R™)
fiir alle € > 0, (wobei hier ¢,C' von € abhéngen), im Fall p = 2 sogar

cllull asmy < 1A+ )20 2wy < Cllull gsmemy  Yu € HS(R™) . (4.9)

Sobolevraume mit negativen Indizes
Mittels Dualitéit definieren wir fiir s > 0
H(U) = (H(U))"
bzw. allgemeiner fiir p € (1, 00) mit ¢ so dass % + % =1
WP (U) = (Wg(U))"
(man beachte, dass LP(U) = (L%(U))*)) mit der Norm
Jo u(z)v(z) dr

b

HUHW—W(U) ‘= sup
vewgtw) [Vl weay
v#0

auch diese Funktionenrdume sind Banachraume.
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Sobolevriaume iiber Mannigfaltigkeiten

Ohne in die Details zu gehen, stellen wir fest, dass man Sobolevrdume auch iiber (m — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeiten, also insbesondere auch iiber den Rand von U definieren
kann:
weroU), H*U) ;

(man beachte, dass fiir C'-Rénder immer WP (OU) = W#P(9U) gilt). Dazu betrachtet
man lokale Abflachung des Randes mittels glatter Koordinatentransformationen ® (vgl.
Abschnitt 3.3.2), sodass also der Rand als Teilmenge des IR™™" interpretiert und die ent-
sprechende Sobolevrdume analog zu oben, mit m ersetzt durch m — 1, definiert werden
koénnen.

4.1.3 Spursitze

Um im Rahmen von Sobolevraumtheorie Randwertprobleme fiir PDGIn betrachten zu
konnen, ist es wesentlich, sich mit der Frage zu beschiftigen, was Randwerte einer W*?(U)-
Funktion eigentlich bedeuten. Wir fiihren dazu den sogenannten Spuroperator ein:

Definition 13. Sei U C IR™ ein C*-glattes beschriinktes Gebiet und sei die lineare Ab-
bildung 7T} durch

ou ok 1y
Thu = — e, —— C(IR™
U+— LU (u‘3U7 8n|6U7 aank1|3U> Yu S Cc (IR )
gegeben.

Dieser Spuroperator 148t sich nun nicht nur fiir ”klassisch” glatte Funktionen definieren,
sondern auf ganz W*P(U) erweitern:

Satz 18. (Spursatz)

Unter den in Definition 13 gemachten Voraussetzungen an U ldsst sich der dort definierte
Spuroperator Ty, in eindeutiger Weise stetig auf ganz W*P(U) mit 1 < p < oo erweitern
und ist dann ein stetiger linearer Operator

Ty : WhP(U) — T JWh=1ee (o)
Dieser Operator besitzt eine stetige Rechtsinverse, es existiert also ein Fortsetzungsoperator
Zy, - T twh==Vee(9U) — Whe(U)
mit
T,oZ,= Idnfgolwk_l_l/p,p(aU) .

Insbesondere gilt im Fall p = 2, dass man bei Einschrénkung einer Funktion auf den Rand
(d.h. k =1, Thu = u|sy) "eine halbe Differentiationsordnung verliert”.

Fiir den Fall p = 2, U = IR™ gibt es einen einfachen Beweis iiber Fouriertransformierte,
den wir hier fiir den Fall £ = 1 bringen:
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Satz 19. Sei s > %, dann lafit sich der Spuroperator
T: v ulgerm | gp=0y Vu € C7(IR™)
in eindeutiger Weise zu einem stetigen Operator
T:H(R™) — Hs_%(]Rm_l)
erwettern.

Beweis. Da C°(IR™) dicht in H*(IR™) liegt, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle ¢ € C°(IR™)
die Ungleichung

760 g g s, < Clll (1.10)
mit einer Konstanten C' gilt. Sei nun also ¢ € C°(IR™) beliebig aber fix, dann ist fiir ein
o' = (21,...,Zm1) € R™ " gemiB der Definition des Spuroperators

(T)(a") = ¢(',0) .
Wegen Satz 9 gilt zwischen der m-dimensionalen Fouriertransformierten (;AS und der (m—1)-

. . . . —m—1
dimensionalen Fouriertransformierten 1T'¢ der Zusammenhang

——m— —  m— . - m—1
To" (&) = 620" (€)= (e fin 06 o e & () drdln) (€

Damit gilt wegen der Norméquivalenz (4.9)
1, —=—m—1
IT6] g sy < C s (L €1 3T (€ de”
= L lna(1+ [ | 3 6n) dénl? ¢

Cauchy—_Sehwars [ 15(¢/&m)|(1L+1(€/.&m)I2)* dem
- SR OHIE &m)12) =5 dem

= C frmot S [0(€, &)1+ (€. 60)]2)° dé,n d€’

da
| Q16D dn = m(1+1¢'7) 7.
Daraus folgt, wieder mit (4.9), die Aussage (4.10).

o

Wie bereits frither erwéihnt, sind nun die Wok P gerade jene W*P-Funktionen, deren Spur
verschwindet:

Satz 20. Sei U ein beschrinktes C*-glattes Gebiet und sei Ty, der Spuroperator aus Satz
(18). Dann gilt
N(Ty) = Wy”

also insbesondere fir k =1

Wo? = {uc W' | Tu =0}
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4.1.4 Einbettungssitze

Um einen Zusammenhang zwischen ”schwach” und ”klassisch” glatten Funktionen herstel-
len zu konnen, ist folgender Einbettungssatz wesentlich. Wir schreiben hier (wie in der
Literatur iiblich) abkiirzend

X =Y

fiir den Sachverhalt
X C Y und die Einbettung von X in Y ist stetig

also
Vue X : ully <Cllulx

Satz 21. (Lemma von Sobolev) Sei U eine offene beschrinkte Teilmenge von R™ mit C'-
Rand oder U =R™,s>0,0<j<s,v€(0,1). Dann gilt

s— % Sty = WU) — (D)

Um Stetigkeit von W*P-Funktionen garantieren zu kénnen braucht man also einen hinrei-
chen grofien Index s, in Abhéngigkeit von p und insbesondere auch von der Raumdimension
m:

m

s> — .

p
Beweis. Wieder fithren wir den Beweis der Einfachheit halber nur fiir den Fall p = 2,
U=R", und fiir j=v=0

Unter den Voraussetzungen von Satz 21 gilt fiir beliebiges aber fixes ¢ € C2° und alle

x € R™ wegen Satz 9

= a7 Jre [(O)(1+ [€17)*2 (1 + [€]%) /2 dg

Cauchy—Schwarz

1
S (27‘r)m/2 \/fIRm

wobei das Integral [pm(1 + [£[°)7 d€ wegen s > Z endlich ist. Ein Dichtheitsargument

liefert damit die Aussage von Satz 21 mit j =y = 0, p = 2 fiir allgemeines u € H*(U).

BE)P(L+ 1]2)* d&/ fram (1 + [€[2)~* dE

o

Der folgende Satz sagt aus, wann ein W*®P-Raum stetig in einen anderen einbettbar ist:

Satz 22. Sei U eine offene beschrinkte Teilmenge von IR™ mit C*-Rand 0 < 5 < s,
1< p,q < oo. Dann gilt

m
q

<i-" = W (U) - W)

S —

SAE
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4.1.5 Kompakte Einbettung

Unter bestimmeten Voraussetzungen ist die Einbettung eines Sobolevraums in einen an-
deren sogar kompakt. Wir schreiben, wieder abkiirzend

X =Y
fiir
X C Y und die Einbettung von X in Y ist kompakt

d.h.
Vue X o ully <C|lullx

und jede beschrankte Menge in X ist relativkompakt in Y, jede Folge in dieser beschrankten
Menge besitzt also eine beziiglich der Y-Topologie konvergent Teilfolge.

Satz 23. (Kompaktheitssatz von Rellich-Kondrachov)
Sei U C IR™ beschrinkt, s > 0, 1 < p < 0o und

<ok fallsp <m
g4 < oo fallsp=m
< o0 falls p >m

Dann qult
WetHP(U) — W5(U) . (4.11)

Falls zusdtzlich OU € C*, dann gilt auflerdem
WP (U) — W1(U) .
Insbesondere gilt wegen p < mm—_’;) immer
We P (U) — WeP(U)( und falls 0U € C* = W*HP(U) — W*P(U)) ,

und es gilt sogar fiir beliebiges § € IR mit

§>S

WoP(U) — WeP(U)
und falls 9U € C!
WP(U) — W*P(U)

Beweis. Wir beschrénken uns hier auf jenen Teil (4.11), bei dem die Glattheit des Randes
keine Rolle spielt und auf den Fall s = 0 (0.B.d.A., wegen (i) in Lemma 5), sowie p < m
und verwenden dazu

Satz 24. (Kolmogoroffsches Kompaktheitskriterium,)
Sei 1 < q< oo, UCR™. Eine Teilmenge M von Li(U) ist genau dann relativkompakt in
Li(U), wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind
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(i) M ist beschrankt in LY(U)
(11) limy_q [y |u(x + h) —u(2)|? de = 0 gleichmdfig fir alle ¢ € M
(111) liMatoo [11s>ayne [W(2)|? dz =0 gleichmifig fir alle ¢ € M
Falls U beschrinkt ist, so ist die letzte Bedingung tiberflissig.
Sei nun also M eine beschriinkte Teilmenge in Wy (U)
M C {u e W) | ullwisw) < Cur}

fir ein Cjy > 0, von der wir nun zeigen miissen, dass sie relativkompakt in L(U) ist.
Der erste Punkt im Kolmogoroffschen Kompaktheitskriterium folgt sofort aus Satz 22, es
bleibt also wegen der vorausgesetzten Beschrianktheit von U nur noch (ii) zu zeigen. Sei
dazu ¢ € C°(U) N M beliebig aber fix. Dann gilt fiir alle hinreichend kleinen h € IR™

Jolo(x+h) —o(@)|Pde =[] fol %¢($ + 7h) dr|Pdx
Jul Jo b - gradg(z + Th) dr|Pdx

IA

R[P o Jy |eradd(z + Th)[Pdz dr < Cy|hf?
und damit, falls ¢ < p
Holderungl. / (r—a)/
Jul¢(@ + h) — ¢(z)|* dx < (Julo(z +h) = o(@)|P dx)"? (meas™(U)) """
< C4, (meas™U))P=/P |pfa .

Im (interessanteren) Fall ¢ > p kann man wie folgt abschétzen:

Jy 1oz + h) — ¢(2)|? dx

< Ju(lo(z + h)| +[p(x))" /P~ p(x + h) — ¢(x)|+Tm P da

Holderungl. mp (¢—p)(m—p) /p? L (g tmma/p)
" (o + W] + o)) 75 da) Uy 16z + B) — ()P da)?

Dreiecksungl. in £™#/(m=p)

< 2l me/(m—m(U))mq/p*m Cﬂmfmq/p ’h|q+m7mq/p
Satz 22 . N L o
< C“¢“W[11{£(U) Cif v |p|atm=—ma/r < CCY, |h|jetm—malp

Da C2°(U) dicht in W, und damit auch in M liegt, gilt diese Abschitzung fiir alle u € M:

|h]? falls g < p

. _ q
Vue M : /U lu(z +h) —u(z)|? dv < C { |h|etm=ma/p falls g > p

fiir eine Konstante C' > 0, die nur von Cj; und U abhéngt. Da der Exponent bei |h
aufgrund der Voraussetzung ¢ < mm—_";j echt grofer als Null ist

g+m—mq/p=q(l—m(;—3)>ql—m(;— L)) =0

folgt daraus, dass auch (ii) im Kolmogoroffschen Kompaktheitskriterium erfiillt und damit
der Beweis abgeschlossen ist.
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Hier war die Voraussetzung, dass U beschriankt ist, entscheidend, weil dadurch im Be-
weis der Punkt (iii) im Kolmogorovschen Kompaktheitskriterium weggelassen werden konn-
te; fiir unbeschrankte Gebiete kompakte Einbettung zu zeigen wiirde weitaus kompliziertere
Voraussetzungen erfordern.

4.1.6 Wichtige Ungleichungen in Sobolevraumen

Oft ist es wesentlich, Norméquivalenzen herzustellen, bei denen die gesamte Sobolevnorm,
bestehen aus den LP-Normen aller Ableitungen bis zur Ordnung k, abgeschitzt werden
kann durch die LP-Normen nur der k-ten Ableitungen (plus geeignete Zusatzterme). Solche
Ungleichungen benétigt man zum Beispiel fiir den Nachweis von Konvergenzgeschindigkei-
ten bei numerischen Losungsverfahren fiir PDGIn (Bramble-Hilbert-Lemma). Hier spielen
die Ungleichungen von Poincaré und Friedrichs eine wichtige Rolle.

Satz 25. (Poincaré-Ungleichung)
Sei U beschrinkt, zusammenhdingend und C', k € IN, 1 < p < oo, dann gilt

||’LLHWk,p(U) S C ( Z ||Dau||Lp(U) + Z ‘/;Dau d$|> \V/U S Wk’p(U)

lal=k laf<k—1
mit einer Konstanten C, die nur von k, m, p, und meas™(U) abhingt.

Beweis. Wir zeigen, dass

ot
meas™(U)

lu /U u(®) dal| oy < Cllgradul| oy Yu € WHP(U) (4.12)

daraus folgt im Fall £ = 1 die Behauptung. Der Fall k > 1 lisst sich daraus mit Induktion
schliefen. Dazu fithren wir einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, fiir jedes n € IN
existiere ein u,, € WHP(U) mit

1
[ — 7([])/Uun(ﬂf) dz|| Lrw) > nlgradun || Lw) (4.13)

Fir die normierten Funktionen

Up — W fU Un(,’l,’) d.’Z‘

= ”Un — m fU un(x) dx”Lp(U)

Up

gilt dann
1

meas™(U)

/Uvn(m) dr =0 A |Jvall ey =1 Vne N, (4.14)
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woraus mit (4.13) folgt
1
|lgradv,|| Le@y) < - Vn e N . (4.15)

Insbesondere ist die Funktionenfolge (v, ), beschriinkt in W1P(U) und besitzt daher nach
dem Satz von Rellich-Kondrachov eine Teilfolge (vy, )ien, die in LP(U) gegen ein v € LP(U)
konvergiert. Fiir dieses v gilt wegen (4.14)

1
—_— dr =0 A pv) = 1. 4.16
e @) J, 0 @ ol @ (4.16)

Andererseits ist aber wegen (4.15), fiir alle i € {1,...,m}, ¢ € C*(U)

/v%wm:hm/jﬁ@wmz—nm/vmwmmzo,
U ¢ l—oo JU ¢ l—oo JU ¢

und damit existiert die schwache Ableitung von v und ist f.i. gleich Null, woraus wir
wegen U zusammenhingend schlieBen kénnen (Ubung!), dass v konstant ist f.ii. in U.
Wegen der linken Gleichheit in (4.16) muss diese Konstante gleich Null sein — das ist aber
ein Widerspruch zur rechten Gleichheit in (4.16).

O

In W(f P_Réumen kann man auf der rechten Seite sogar die Terme mit Ableitungen der
Ordnung < k — 1 ganz weglassen:

Satz 26. (Friedrichs-Ungleichung)
Set U beschrinkt, 1 < p < oo, dann gibt es eine Konstante C, die nur von m, p und
diam(U) (Durchmesser von U) abhdngt, sodass

lull wrow) < C > 1Dl oy Vu € W
|a|=k

Der Ausdruck Yy, [[D%ul| r(v), der im allgemeinen nur eine Halbnorm auf W*?(U)
darstellt, ist also auf VV(;C P eine Norm.

Beweis. O.B.d.A. beschriinken wir uns wieder auf k = 1, zu zeigen ist also
[ul| Loy < Cllgradul| Loy Yu € WeP(U) . (4.17)

Wir zeigen (4.17) fiir alle ¢ € C°(U) anstatt fiir alle u € Wy*, und verwenden ein
Dichtheitsargument, um daraus (4.17) zu schliefen. Sei also ¢ € C°(U) beliebig, dann
gilt, weil U beschrénkt ist und damit zwischen zwei Hyperebenen {z | z,, = a} und
{z | ©,, = b} mit a < b € IR liegt,

O(T1, ..y Tm) :/ " Gr (1, oo Ty, T) AT
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woraus im Fall p = co unmittelbar (4.17) fiir alle ¢ € C°(U) folgt. Falls 1 < p < oo, gilt
weiter

9l v =

Holderungl.
<

Jgmr [2][Em @ (2, T) dT|P dy, da )

(
(fmm 7 (TP T (50 — @ d i)
(o5
(b—

a)P /p a
. s J7 1w (@, 7P d7 da’) = G, || o)
b=2) || grade| o)

ININ

4.1.7 Réaume zeitabhingiger Funktionen

Fiir die Behandlung parabolische PDGIn brauchen wir Funktionenrédume, die die besondere
Rolle der Zeitvariablen beriicksichtigen. Es werden dies Rdume von Funktionen sein, die ein
Zeitintervall [0, 7] in einen Banachraum (hier konkret: einen Banachraum von Funktionen
der Ortsvariablen) abbilden. MaB- und Integrationstheorie fiir solche Banachraum-wertigen
Funktionen ist analog zum reelwertigen Fall definiert (siche z.B. [1]). Damit konnen wir
LP-Réaume und schwache Ableitungen {iber solche Funktionen definieren:

Definition 14. Sei X ein reeller Banachraum mit Norm || - || x, p > 1.
Der Raum
LP(0,T; X)

besteht aus allen messbaren Funktionen u : [0,7] — X mit [jul| 1ro7;x) < 00, wobei

1/p
fal o) { (1 0% )™ 1< p < o0
SUpep,r [u(t)l[x p=o0

Der Raum
C((0, 77, X)
besteht aus allen stetigen Funktionen u : [0, 7] — X mit der Norm
Il o, = mas (o)

Sei u € L'(0,T; X), dann bezeichnen wir v € L'(0,T; X) als die schwache Ableitung
von u
v=u,

wenn

/ L) di = — / LoVt dt Vo e CR0,T) |

0

(die Testfunktionen ¢ sind reelwertig, die Werte der beiden Integrale links und rechts von
= sind Elemente des Banachraums X!)
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